KISITSIZ OPTIMIiZASYON

Kisitsiz optimizasyon herhangi bir kisittama olmaksizin bir fonksiyonun
maksimum veya minimum degerlerinin arastiriimasi problemi ile ugrasir. Kisitlarinin
da saglanmasi gerekli olan bir ¢ok uygulamali optimizasyon problemi olmasina
ragmen, kisitsiz optimizasyon teknikleri bazi nedenlerle 6nemlidir. Birgok algoritma
kisith problemleri, kisitsiz problemlere donistirerek ¢ozer. Ornedin Lagrange
carpanlari ve ceza fonksiyonlari yontemleri gibi. Diger bazi yontemler ise belirli bir
yon bulup bu yon boyunca c¢ozumler arastirir. Sonug¢ olarak bir ¢ok kisitsiz
optimizasyon teknigi kisitl  problemlerin ¢6ziumunde de etkin bir sekilde

kullaniimaktadir.
Tek Degiskenli Optimizasyon
Yeterince kuglk pozitif veya negatif butlin h degerleri igin
f(xo) = f(x0 + h)
ise f(x) fonksiyonu, x = x, noktasinda yerel minimuma sahiptir.
Benzer olarak sifira yeterince yakin buatin h degerleri igin
f(x0) = f(x0 + h)
ise f(x) fonksiyonu x = x, noktasinda yerel maksimuma sahiptir.
f (x)’in tanim bolgesindeki butin x degerleri igin
f(xo) = f(x)
ise x, noktasina f(x)’in mutlak veya bolgesel minimum noktasi adi verilir.

Benzer bicimde tanim bolgesindeki batin x degerleri igin

f(x0) 2 f ()

ise x, noktasina f(x)’in mutlak veya bolgesel maksimum noktasi adi verilir.
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Mutlak veya balgesel mimimum noktalar : B1

Mutlak veya balgesel maksimum noktalar ;. A4

Tek degiskenli optimizasyon problemi, [a, b] araliginda f(x)’i minimize eden
x = x, degerinin bulunmasidir. Asagidaki iki teorem, tek degiskenli bir fonksiyonun

yerel minimumu igin gerek ve yeterli sartlar verir.
Teorem 1.

Bir f(x) fonksiyonu a <x <b araliginda tanimlansin. Eger bu aralikta
fonksiyonun birinci tlrevi mevcutsa ve a < x, < b olmak Uzere x, noktasinda bir

yerel minimuma sahipse f'(x,) = 0 dir.
ispat:

e = i G+ =1 G0)

tanimli ve var oldugu verilmis. x, yerel minimum nokta olarak verildiginden, sifira
yeterince yakin butin h degerleri igin

f(x0) < f(xo + h) olur. Bu yuzden

fQxo+h)—f(x0) >0
— 5, =

h > 0 igin

ve
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yazilabilir. h = 0 olarak sagdan ve soldan limit alinirsa

f(xo +h) = fx) >0
A >

f'(xo) = Jim,

f(xo +h) — f(x0) <

A 0

f'x) = lim
olur. Buradan f'(x,) = 0ve f'(x,) <0 olur. Buda f'(x,) = 0 olmasini gerektirir.

Genel olarak f'(x,) = 0 yapan tium noktalara duragan veya kritik nokta adi

verilir. Maksimum yada minimum noktalara da ekstremum(ug¢) nokta denir.

Teorem 1, turevin sifir oldugu her noktada bir maksimum yada bir minimum
oldugunu garanti etmez. Yani bir maksimum yada minimum nokta varsa kesinlikle bu
noktada tiurev sifirdir. Ancak bir noktada tlrev sifir ise bu noktada bir maksimum

veya minimum oldugu hakkinda kesin bir sey sdylenemez.

f'(x9) = 0 sartini saglayan noktanin maksimum veya minimum olmasi igin

yeterli sartlar, Teorem 2 yardimiyla elde edilir.

Teorem 2.

f(x0) = f"(x0) == f"x9) =0 ve f™(xy) # 0 olsun.

i. n giftve f™(xy) >0 ise f(x), x = x, da yerel minimum noktasina sahiptir.
i. n ciftve f™(x,) <0 ise f(x), x = x, da yerel maksimum noktasina sahiptir.

iii. n tekise x = x, noktasi f(x) fonksiyonu igin bir ddnim(eyer) noktasidir.

ispat: x, civarinda f(x) fonksiyonunun Taylor agilimi yapilirsa; 0 < 8 < 1 igin
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f(xo+h) = f(xo) + hf'(x0) + Ef”(xo) +ot (n— 1)!fn_1(x0) + mfn(xo + ho)

elde edilir.

f'(x0) = f"(x9) = = f"(x,) =0 oldugundan



n

h
Fxo +1) = fGxo) +— f™(xo + h6)

hn
f(xo+h)—f(xo) = an(xo + ho)
olur.

f™(xy) # 0 oldugunda x, etrafinda dyle bir aralik bulunabilir ki; buradaki her x
icin n-inci tlrev olan f™(x) , f™(x,) ile ayni isaretlidir. Bu yUzden; bu aralidin her

(xo + h) noktasinda f"(x, + h@), f™(x,) ile de ayni isaretli olur.
n ¢ift oldugunda %T her zaman pozitif olur. Oyleyse f(x, + h) — f(x,) ,
f™(x) ile ayniigaretli olur. Bu nedenle x; ;
f™(xy) > 0 ise yerel minimum
f™(xy) < 0 ise yerel maksimum

olur.

n tek ise % , h-In isaretine bagh olarak bazen pozitif bazen de negatif olur.

Oyleyse x, noktasinda bir maksimum yada minimumdan bahsedilemez. Bu durumda

X, noktasi, ddnum noktasi olur.

Ornek: f(x) = 1,2x> — 4,5x* + 4x3 + 10 fonksiyonunun maksimum ve minimum

degderlerini belirleyiniz.
Cozum:
f'(x) = 6x* — 18x3 + 12x?
=6x%(x2—3x+2)=6x%(x —1)(x — 2)

f'(x) =0 ise xo=0 , xo=1 , xo =2 elde edilir. Bunlar kritik noktalardir. Bu
noktalarin maksimum, minimum yada donum noktasi olma durumlarini belirlemek igin

sonraki turevlere bakilir.
f"(x) = 24x3 — 54x? + 24x

xo = 0 noktasi icin;




f"(xy) = f"(0) = 0 oldugundan sonraki tlireve gegilir.

f"(x) = 72x* — 108x + 24

f""(x9) = f'""(0) = 24 # 0 oldugundan durulur ve tirevin derecesine bakilir.
n = 3 tek oldugundan, x, = 0 noktasi donum(eyer) noktasidir.

Xp =1 noktasiicin;

f"(xo) = f"(1) = —6 # 0 oldugundan durulur ve turevin derecesine bakilir.

n=2 ¢ift ve f"(xy) = f"(1) = -6 <0 oldugundan, x, =1 noktasi yerel

maksimum noktadir.

Xp = 2 noktasiicin;

f"(xg) = f""(2) = 24 # 0 oldugundan durulur ve turevin derecesine bakilir.

n=2 ¢ift ve f"(xy) = f"(2) =24 >0 oldugundan, x, =2 noktasi yerel

minimum noktadir.

Fonksiyonun maksimum degeri: f(1) = 10,7
Fonksiyonun minimum degeri : f(2) = 8,4
olarak bulunur.

Soru: Asagidaki fonksiyonlarin ekstremum noktalarini bulunuz.

X

a) f(x) ==

b) f(x) =x3—6x%+9x —2
¢) f(x)=(x—2)*(2x —3)*
d) f(x) =x*+x?




